Exercice 2 5 points

Le but de I'exercice est d’étudier un exemple de

droite d’Euler.

On considere un cube ABCDEFGH de coté une F !

unité. [

L'espace est muni du repére orthonormé :
[
[
[

(A; A—B) ; KIS ; ﬁ)
On note I le milieu du segment [AB] et J le mi- A
lieu du segment [BG]. -7

- — ] -----D

1. On donne les coordonnées des points A, B, G, L et ] :
1 1 1
A0,0,05;B(1,0,0;G@1,1,1);I|{=,0,0[;J(1, =, =
( ); B ( )5 G ( ) (2 )J( 2 2)

2. a. Ladroite (A)) est I'ensemble des points M (x, y, z) tels que AM et Kf soient coli-
néaires, c’'est-a-dire tels que AM = k.AJ avec k € R.

. XM — XA X X] — XA }
AM a pour coordonnées | ym—ya | =|y | etcellesde A] sont | y;—ya|=]2
ZM — ZA z Zj—2zp %
AM=kA] < |y|=k.|z| =< V=2
1 _ k
‘ 3 z =3
x =k
. P . L — k
La droite (A]) a donc pour représentation paramétriques Y = 3 avec ke€R
_ k
=73
_1_1
X = ) + ) t
b. y =t (t € R) est la représentation paramétrique d'une droite passant par
zZ =1

le point de coordonnées (3 , 0, 0), c’est-a-dire le point I, et ayant le vecteur de co-
1

2
ordonnées | 1 | pour vecteur directeur.
1
. XG — X1 1- % %
IG a pour coordonnées | yc—yi|=|1-0|=]1
2G ~ 4] 1-0 1
X = 3+51
Doncq y = ¢ (t € R) est une représentation paramétrique de la droite (IG).
z =1
c. Lesdroites (A]) et (IG) sont sécantes si et seulement si on peut trouver un couple de
k = 3+3t
réels (k, ) tel que %k =t . Onrésout ce systeme.
Jk =1
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k =1+1¢
2 2 k=1+1¢ 2t = 141y Sp=1
1k =1t = 2 = R 2
2
) k = 2t k = 2t k =2t
§k= t
_ 1
— 9
k: §
ko= 2
Donc les droites (AJ) et (IG) sont sécantes. Pourkz%,ona %k = %
17. _ 1
2k =3

w|>—‘
W=
N—

Le point S d’'intersection des droites (AJ) et (IG) a donc pour coordonnées (%

3. a. Soit 7; le vecteur de coordonnées (0; —1; 1).

1 1
AB a pour coordonnées | 0 | et AG a pour coordonnées | 1
0 1

e« T-AB=0x1+(-1)x0+1x0=0donc nn L AB.

e 1-AG=0x1+(-1)x1+1x1=0donc 7 L AG.

« Les vecteurs AB et AG ne sont pas colinéaires donc ce sont deux vecteurs di-
recteurs du plan (ABG).

Le vecteur 71 est orthogonal a deux vecteurs directeurs du plan (ABG), donc T est
un vecteur normal au plan (ABG).

b. Le plan (ABG) est 'ensemble des points M de coordonnees (x, y, 2 telsque AM et
71 soient orthogonaux, c’est-a-dire tels que AM -7 =0.

_— —

AM - n=0<<= xx0+yx(-D)+zx1=0< -y+2z2=0

Le plan (ABG) a pour équation cartésienne : —y + z = 0.

c¢. On admet qu'une représentation paramétrique de la droite (d) de vecteur directeur
_1

2
— 1
n et passant par le point K de coordonnées (E ;05 1) est:4 y=—¢ (t€R).

z=1+t
S’il existe, le point d’intersection de la droite (d) et du plan (ABG), est solution du
x =1
systeéme : y=-t
z =1+t
-y+z =20

Il fautdonc que: —(—t)+ (1 +¢#) =0soit 2¢+1 =0 ou encore t = —%.

Pour t:—%,onax: %,y:—t: % etz= 1—% :%.

Donc la droite (d) coupe le plan (ABG) au point L de coordonnées (% % %)
d. On calcule les distances LA, LB et LG.

o LA% = (xp—xp)%+ (J/A—yL)2+(ZA—ZL)2
2 2 2
S(0-3+ -3 +0- 4 = he k1=
donc LA = \/§= ?
e LB® = (xp —x1)* + (J/B—J/L)2+(ZB—ZL)2

2 2 2
= (- Y+ (0- Y+ (0- B =3+ i i=3
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_ 3_\/5
donc LB = =2 -
3

2 2 2
S(EEIRTIEFIRTIEE) SRS PP

Donc le point L est équidistant des points A, B et G.

1 1-1 0
4. ABa pour coordonnées | 0 | et ﬁ}) a pour coordonnées | 1-0| =11
0 1-0 1

AB-BG=1x0+0x1+0x1=0donc AB L BG doncle triangle ABG est rectangle en B.
5. a. Points remarquables du triangle ABG.
* (A)) et (IG) sont deux médianes du triangle ABG et elles se coupent en S; donc
le point S est le centre de gravité du triangle ABG.
* Le point L est équidistant des points A, B et G donc c’est le centre du cercle
circonscrit au triangle ABG.
* Le triangle ABG est rectangle en B donc B est son orthocentre.

2 1 1 1
571 [-3 z-1) [~z
b. BS a pour coordonnées % -0|= % et BL a pour coordonnées % -0|= %
1 1 1 1
370 3 70 2

BS = %BL donc les vecteurs BS et BL sont colinéaires et donc les points B, S et L
sont alignés.



